Exercices de Mathématiques 



Sommes de Riemann (I) 
Énoncés 


Énoncés des exercices 


Exercice 1 1 [Indication] [Correction] 


Calculer / x 2 àx et / x 3 àx en utilisant des sommes de Riemman. 

J o J o 


Exercice 2 [Indication] [Correction] 


k=pn 


IV JSIV 

Calculer la limite quand n tend vers +oo, de S n = N — (avec p G IN*). 

' ^ h 


k=n 


Exercice 3 | [Indication] [Correction] 


Calculer lim S n , avec S n = (C^n Ÿ^ n • 

n— »+oo 


Exercice 4 1 [Indication] [Correction] 

1 n 

Calculer lim S n , avec S n = — — V" Vk. 

n—ï + OO 71.+ / 71. £ — ^ 


Ti\ Tl 


k = 1 


Exercice 5 | [Indication] [Correction] 

Soit / une application continue sur [0, 1], strictement positive. 


Montrer que / ln/(x)da;<ln / /(x)da;. 
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Exercices de Mathématiques 



Sommes de Riemann (I) 
Indications, résultats 


Indications ou résultats 


Indication pour l’exercice 1 1 [ Retour à l’énoncé 


* . f 1 2j v 1 ^ k 2 

Ecrire / x ax = lim — > — = •••, et 


n — >+oo fl ^ TH? 

k = 1 


f 1 3, r 

/ x ax = lim — } — = •••. 

j 0 n— >+c» n n 13 


Indication pour l’exercice 2 | [ Retour à l’énoncé 


S n est une somme de Riemann de f(x) = -, de pas —, sur le segment [1, pi. 

x n 

Sa limite, quand n tend vers +oo, est lnp. 


Indication pour l’exercice 3 J [ Retour à l’énoncé ] 

Vérifier que lnS^ est une somme de Riemann de x *—? In x sur [1,2]. 

4 

En déduire que lorsque n tend vers +oo, S n tend vers -. 

e 


Indication pour l’exercice 4 1 [ Retour à l’énoncé 


Constater que S n est une somme de Riemann de x i— > yjx sur [0,1]. Donc lim S n = -. 

Tl^ + OO 3 


Indication pour l’exercice 5 | [ Retour à l’énoncé 


Passer par une somme de Riemann de / sur [0,1], de pas — . 

n 

Utiliser la concavité den-^ lnæ, puis passer à la limite quand n —> +oo. 
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Exercices de Mathématiques 



Corrigés des exercices 


Corrigé de l’exercice 1 [ Retour à l’énoncé 


Soit f : [a, b] —*■ IR une application continue par morceaux. 
On rappelle que [ f(x)dx— lim — f(a + ^ 


n^+oo U 


k = 1 


n 


- On applique ce qui précède à l’application ïhi 2 sur [0, 1]. 
On obtient / 

J o 


z 2 d*= lim iV^ = lim 4 Ê* 2 = lim (n + 1)(2 " + 1) 

n ^ ri ^ n^+oo 774 ^ J n— »-l-rx 


™— ►+ oo n z — ' 
fc=i 


De même / d;r = lim — > — = lim — - 


1 n 

-Y. 

n < 


fc 3 


fe=i 
n 


Ti^+OO 


n^+oo n * — * n° 
k= 1 


n ^+ oo n' 


1 


= lim 


6n 2 

(n + l) 2 1 


1 

3 


k = 1 


+oo 4n 2 


Corrigé de l’exercice 2 [ Retour à l’énoncé 


1 k 

Posons f(x) = — , et Cfc = 1 H — , avec k G {0 ,n(p — 1)}. 
x n 

Les coefficients c k forment une subdivision régulière de [l,p], de pas — . 

n 

np ^ n(p- 1) n(p- 1) 

Avec ces notations, 5„ = V' 7 = - V' t = - V' /(c fc ). 

' k n ^ 4-1 n ' 

k=n k = 0 72 ' 1 /c=0 

On reconnait une somme de Riemann de / sur le segment [1 , p] . 

1 f p 

Sa limite, quand le pas h = — tend vers 0 , est / f(x ) àx = [ln a;]',' = lnp. 

n J i 


np 

Conclusion : lim ) — = lnp. 

n. — le 


n ^+ oo z ' k 
k=n 


Corrigé de l’exercice 3 [ Retour à l’énoncé 


„ . „ 1, (2 n)\ 1 fl JL \ 1 JL ( k\ 1 "O k 

On a lnR„ = - ln 7 — n— = - ln( — ]J 4 + 4 ) = “ l n ]J ( 1 + ~ ) = - E M 1 + “ 

n [n\y n \n\ k=1 J n k=1 \ n J n k=1 V n 

Ainsi ln S n est une somme de Riemann de x 1 — » ln.:r sur [1, 2]. 

f 2 4 

On en déduit lim ln S n = / ln x dx = \x ln x — xl? = 2 ln 2 — 1 = ln - . 

TW + OO J x e 


Conclusion : lorsque n tend vers + 00 , S n tend vers 

e 
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Exercices de Mathématiques 



Corrigé de l’exercice 4 [ Retour à l’énoncé 


l Pfc 

On constate que S n — — } y — est une somme de Riemann de x ^ J~x sur [0, 1]. 

71 ^ V 71 


n * — ' v n 

k = î 


r2 2 


On en déduit lim S n = \fx dx = -x^/x 

n^+oo / n L3 


o 3 


Corrigé de l’exercice 5 [ Retour à l’énoncé 


Soit n > 1 un entier, et la subdivision de [0, 1] définie par x k = — • 

n 

l n ' O 

On sait que la somme de Riemann S n — — E lu f(x k ) vérifie lim S n = / lu /(x) dx. 

n k = î J o 

1 n , f 1 

x i— » lnx est concave donc ,S n < lnS^, avec S' n = — E /(x*,)- Or lim S' n — f(x) dx. 

n k=l n— > °° io 

Quand n —* +oo, l’inégalité »S n < lnS^ donne donc / ln/(x) dx < ln / /(x) dx. 

do do 
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